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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

1 基于能量的模型 (Energy-based Models)

2 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机

3 深度生成式模型

4 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩

5 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩

6 基于深层网络的遥感影像压缩技术

7 结语
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

追根溯源-神经网络中的能量函数
磁矩与自旋

Definitions
磁矩 (magnetic moment) 是磁铁物质的物理性质, 决定了其处于外磁场时的转
矩. 载流回路、电子、分子或行星等都有磁矩.
自旋 (spin) 是粒子所具有的内禀性质 (如质量、电量), 为粒子与生俱来的一种
角动量, 为量子化的且大小不可变, 自旋可以产生磁矩. 自旋为 0 的粒子, 从各
方向看都一样; 自旋为 1、2 的粒子分别旋转 360 度 (如手)、180 度后看起来
一样; 自旋为 1

2
的粒子, 旋转 720 度后看起来一样.

图: 平面载流环产生磁偶极矩
µ = Ia)

图: 电子自旋 (自旋向上和自旋向下)

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 3
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

追根溯源-神经网络中的能量函数
磁矩、磁力矩与能量

磁矩 (µ) 描述载流线圈或微观粒子磁性的物理量, 与外磁场无关;
磁力矩 (M = µ× B) 是载流线圈或微观粒子在外磁场中受到的力矩, 与外
磁场有关.
力矩做功: W =

∫ θ

θ0
Mdθ = −µB cos θ + µB cos θ0 = −µ · B + C

磁矩在外磁场中具有的能量: E = −µ · B + C, 如果取磁矩 µ 与外磁场 B
垂直时具有的能量为 0, 则 E = −µ · B. 磁矩在与磁矩方向相反的外加磁
场中有了附加能量 E = µ · B, 磁矩在与磁矩方向相同的外加磁场中有了附
加能量 E = −µ · B.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 4
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

追根溯源-神经网络中的能量函数
Ising model

Definitions
伊辛模型 (Ising model) 是一个以物理学家恩斯特·易辛为名的数学模型, 用于
描述物质的铁磁性. 记 Λ 为所有晶格点 (磁矩通常会按照某种规则排列, 形成
晶格) 的集合, 每个晶格点的邻接晶格点 (数学上的图) 形成一个 d 维晶格. 对
于每个晶格点 k ∈ Λ 都有一个离散变数 (描述单个原子磁矩的参数)
σk ∈ {+1,−1}, 代表一个晶格点的自旋状态 (+1 自旋向上, −1 自旋向下), 所
有变数的集合 σ = (σk)k∈Λ 则称作自旋组态.

对于两个相邻的晶格点 i, j ∈ Λ, 引入交互作用参数 Jij, 并假设每个晶格点
j ∈ Λ 的自旋受外加磁场 hj 的作用, 则整个系统的哈密顿量 (即能量) 为:

H(σ) = −
∑
⟨i j⟩

Jijσiσj − µ
∑

j
hjσj (1)

其中, ⟨i j⟩ 代表晶格点 i 和晶格点 j 相邻, 因而哈密顿量的第一项代表所有自
旋之间的交互作用能量, 而第二项是外界磁场与自旋交互作用的能量, µ 为晶
格点的磁矩值.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 5



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

追根溯源-神经网络中的能量函数
Ising model

Note

Jij > 0 , 系统为铁磁性

Jij < 0 , 系统为反铁磁性

Jij = 0 , 自旋间无交互作用

hj > 0 , 晶格点 j 倾向于正向

hj < 0 , 晶格点 j 倾向于负向

hj = 0 , 没有外加磁场作用于自旋

当热力学温度 (即绝对温度, 一般工程中指正的绝对温度, 但负的绝对温度是存
在的) 的倒数 β ≥ 0 时, 该系统的组态概率 (configuration probability)P(σ) 服

从玻尔兹曼分布 (boltzmann distribution):

Pβ(σ) =
e−βH(σ)

Zβ
(2)

其中, β = 1
kB

(
∂S
∂E

)
V,N

= 1
kBT (kB 为玻尔兹曼常数, S 为熵, E 为能量, V 为体

积, N 粒子数, T 绝对温度), 且 Zβ =
∑

σ e−βH(σ) 为归一化常数, 在统计力学
中又称配分函数 (partition function).

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 6
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

追根溯源-神经网络中的能量函数
Ising model

Definition
在统计力学和数学中, 玻尔兹曼分布 (boltzmann distribution) 是一个系统粒子
状态 (如位置) 上的概率分布, 或者频率分布 (能量越低概率越大), 系统处于状
态 i 时的概率分布表示成: pi ∝ e−

Ei
kT

因为系统的自旋组态非常多, 伊辛模型一般很难直接进行数值计算, 如对于一
个拥有 L 个晶格点的模型, 每个晶格点 σj 有两种自旋状态, 因而有 2L 种的自

旋组态, 常采用蒙特卡罗方法.

Note
蒙特卡罗方法 (Monte Carlo method) 也称统计模拟方法, 于二十世纪四十年
代, 由冯·诺依曼和斯塔尼斯拉夫·乌拉姆提出, 并借驰名世界的赌城-摩纳哥的
Monte Carlo 来命名, 为它蒙上一种神秘色彩. 旨在通过随机化方法计算积分.
比如计算积分

∫ b
a h(x)dx, 若无解析解, 为避免枚举, 将 h(x) 分解为某个函数与

一个定义在 (a, b) 上的 PDF 的乘积, 这样积分变为:
∫ b

a f(x)p(x)dx =

Ep(x)[f(x)] ≈ 1
N
∑N

i=1 f(xi). 问题就转换为如何采集服从分布 p(x) 的样本.
No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 7
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追根溯源-神经网络中的能量函数
Hopfield Net

Definition
霍普菲尔德神经网络 (Hopfield Neural Network) 是一种递归神经网络, 由约
翰·霍普菲尔德 (John Hopfield) 于 1982 年发明. 是一种结合存储a系统和二元

系统的神经网络.
a联想存储器 (Content-addressable memory, CAM), 是一种特殊类型的计算机存储.

离散 Hopfield 神经网络特点:

是一个单层的二值神经网络;

权重对称性: 每个神经元都有到其它神经
元的反馈 (wij = wji), 各神经元节点没有
自反馈 (wij = 0);

神经单元是二进制阈值单元, 即只有两个
状态 ({−1, 1} 或 {0, 1});

两种工作方式: 异步方式和同步方式.

神经元状态更新规则:

si ←

+1 if
∑

j wijsj ≥ θi

−1 otherwise.

图: 具有四节点的 Hopfield 神经网络
No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 8
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

追根溯源-神经网络中的能量函数
Energy in Hopfield Net

Hopfield 神经网络的标量能量函数 (属于 Ising models 模型 1 ) 为:

E = −1

2

∑
i,j

wi,jsisj +
∑

i
θisi (3)

图: Hopfield 网络的能量图 (from WiKi).

Note:
权重对称性的要求是必须的, 它保证了能量方程在满足神经元激活规则时单调
递减, 而不对称的权重可能导致周期性的递增或噪声.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 9
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基于能量的模型 (Energy-based Models)
定义

模型的定义

基于能量的模型为每一个感兴趣的变量分配一个能量函数 E, 模型的学习相当
于修改能量函数, 使其具有理想性质, 定义基于能量的概率分布为:

p(x) = e−E(x)

Z (4)

其中, Z =
∑

x e−E(x) 为归一化常量, 类似于物理系统中的配分函数.

模型学习

我们的目的是最大化模型的概率, 可通过执行训练数据 D 上的经验负对数似然
上的梯度下降学习:

L(θ|D)a = − 1

N
∑

x(i)∈D

ln p(x(i)) (5)

其中, θ 为模型的参数, N 为样本数目.
a对于模型的参数 θ, 频率统计 (frequentist statistics): fixed but unknown, 看作参数, 点估

计 θ̂ 是一个随机变量; 贝叶斯估计 (bayes statistics): uncertain or unknown, 看作随机变量.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 10
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基于能量的模型 (Energy-based Models)
参数的更新

参数的更新规则

θ(t+1) = θ(t) + η
∂

∂θ(t)

( N∑
i=1

lnL
(
θ(t)|x(i)))− λθ(t) + ν∆θt−1

︸ ︷︷ ︸
∆θ(t)

(6)

其中, η ∈ R+ 为学习率, λ ∈ R+, ν ∈ R+ 分别为权重衰减惩罚 (weight decay
penalizer) 项 −θ(t) 和动量 (momentum) 项 ∆θ(t−1) 的平衡因子, 权重衰减惩
罚是为了防止参数值过大, 通常在目标函数中加入衰减项 ||θ||2/2; 动量项的加
入, 有助于防止迭代过程中的震荡并能加速前馈神经网络的学习过程.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 11
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基于能量的模型 (Energy-based Models)
引入隐变量

许多时候, 样例 x 不可完全观测, 或者我们想引入一些不可观测变量以增强模
型的表达能力. 因而需考虑可观测部分 (这里仍记为 x) 和一个隐藏部分 h. 模
型的联合概率分布从而表示为:

p(x = x,h = h) = 1

Ze−E(x,h) (7)

由于只有 x 是可观测的，感兴趣的是模型在 x 上边缘分布:

p(x) =
∑

h
p(x,h) = 1

Z
∑

h
e−E(x,h) (8)

其中 Z =
∑

x
∑

h e−E(x,h), 为得到与4式相同形式, 引入自由能 (free energy, 受
物理启发):

F(x) = − ln
∑

h
e−E(x,h) (9)

则模型的概率分布变为:

p(x) = e−F(x)

Z (10)

其中，Z =
∑

x e−F(x).
No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 12
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基于能量的模型 (Energy-based Models)
正相与负相阶段

目的是最大化边缘概率 p(x), 取其负对数似然函数为:

− ln p(x) = F(x) + ln Z (11)

最大化边缘概率 p(x), 即最小化负对数似然，负对数似然上的梯度为:

−∂ ln p(x)
∂θ

=
∂F(x)
∂θ

+
1

Z
∂Z
∂θ

=
∂F(x)
∂θ

+
1

Z
∂
∑

x e−F(x)

∂θ

=
∂F(x)
∂θ

+
1

Z
∑

x̃

−∂F(x̃)
∂θ

e−F(x̃)

=
∂F(x)
∂θ

−
∑

x̃
p(x̃)∂F(x̃)

∂θ
. (12)

上述梯度包含两项, 即正相 (positive phase) 和负相 (negative phase) 阶段. 术
语中的正和负不是指等式中每项前面的符号, 而是指它们对模型概率密度的影
响. 第一项增大训练数据的概率 (通过减少相应的自由能), 而第二项减小模型
生成样本的概率.
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
梯度的计算

上述梯度涉及分布 p 上的期望计算 Ep

[
∂F(x)
∂θ

]
, 通常很难直接计算, 这与计算

所有 x 的期望的代价是相当的. 为使计算可行，第一步使用固定数量的样本来
估计期望 (即负相梯度), 这些样本称为负粒子 (negative particles), 记为 N , 这
样:

− ∂ ln p(x)
∂θ

≈ ∂F(x)
∂θ

− 1

|N |
∑
x̃∈N

∂F(x̃)
∂θ

. (13)

其中, N 中的元素 x̃ 是按照分布 p 采样的样本, 即蒙特卡罗采样. 提取这些负
粒子最为有效的方法是马尔可夫链蒙特卡罗方法 (Markov Chain Monte
Carlo, MCMC), 简单来讲 MCMC 的基本思想就是利用马尔可夫链来产生
指定分布下的样本.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 14
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——随机过程及马尔可夫性质

什么是随机过程

安德雷·马尔可夫 (Andrey Markov, 也有人译作马尔科夫) 是俄国数学家, 开创
了随机过程这个新领域. 随机过程 (stochastic process, or random process) 产
生于 20 世纪初期, 研究随“时间”变化的“动态”的随机现象，随机过程与概率论
的关系就像动力学与静力学的关系.

Definition
马尔可夫性质 (markov property) 因俄国数学家安德雷·马尔可夫得名. 当一个
随机过程在给定现在状态及所有过去状态情况下, 其未来状态的条件概率分布
仅依赖于当前状态; 换句话说, 在给定现在状态时, 它与过去状态是条件独立的,
那么此随机过程即具有马尔可夫性质.

Definition
马尔可夫过程 (markov process) 是指一个具备了马尔可夫性质的随机过程. 通
常马尔可夫链是指具备离散状态的马尔可夫过程, 又称离散时间马尔可夫链,
但允许时间取连续的值.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 15
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——马尔可夫链

Theorem
马尔可夫链 (Markov chain) 为状态空间中从一个状态转换到另一个状态的
无记忆性的随机过程, 即下一状态的概率分布只由当前状态决定 (网络爬虫原
理), 在时间序列中它前面的事件均与之无关.
数学上, 设 {Xt, t = 0, 1, · · · }(也可以表示成 {X(t), t = 0, 1, · · · }) 为一随机序
列 (即随机变量 X 在离散时间 t 时刻的取值), 若满足:

P{Xt+1 = s|X0 = s0,X1 = s1, · · · ,Xt = st} = P{Xt+1 = s|Xt = st} (14)

则称该序列为马尔可夫链, 称 Xt 的可能取值集合 S = {si}n
i=0 为其状态空间.

Definition
m 阶马尔可夫链是指具有未来状态仅取决于前 m 个状态性质的随机序列, 即:

P{Xt = s|Xt−1 = st−1,Xt−2 = st−2, · · · ,X0 = s0}

= P{Xt = s|Xt−1 = st−1,Xt−2 = st−2, · · · ,Xt−m = st−m} (15)
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——转移概率矩阵

Definition
系统状态 (states) 的改变称为转移 (transition), 转变的概率称为转移概率
(transition probabilities), 如系统从状态 si 转移到 sj 的转移概率为:

Pij = P(Xt+1 = sj|Xt = si)

转移矩阵 (transition matrix), 也称转移概率矩阵, 表示状态空间 S 中任意状
态间转换的概率, 其第 i 行第 j 列的元素表示随机变量从状态 si 转移到状态 sj

的概率, 设状态数为 n + 1, 则转移矩阵可表示成:

P =


P0,0 P0,1 · · · P0,n

P1,0 P1,1 · · · P1,n
...

...
. . .

...
Pn,0 Pn,1 · · · Pn,n

 (16)
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——转移概率矩阵

记随机变量 X 在时刻 t 取状态 sk 的概率为 µ
(t)
k = P(Xt = sk), 则

µ
(t+1)
i = P(Xt+1 = si)

=
∑

k

P(Xt+1 = si|Xt = sk) · P(Xt = sk)

=
∑

k

Pki · µ(t)
k (17)

若记概率矢量 (随机变量 X 在 t 时刻的取值概率) 为:µ(t) =
(
µ
(t)
0 , · · · , µ(t)

n
)
,

则有:
µ(t+1) = µ(t) ·P or µ(t) = µ(0) ·Pt (18)

Definition
周期性 (periodic): 存在某一状态, 从该状态出发, 经过固定次数的转移总
能回到自身, 即遍历图有可能陷入死循环.

不可约性 (irreducible): 任一状态都可来自任意其它状态, 即图是联通的.

各态遍历的 (ergodic): 即非周期且不可约.

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 18
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——转移概率矩阵

Example
如图, 为一马尔可夫链的图表示, 可见该马尔可夫链具有各态遍历的性质, 状态
空间为: S = {x1, x2, x3}, 设初始概率矢量 µ(0) = (0.3, 0.5, 0.2), 容易求得转移
概率矩阵以及进行 k 步转移后的概率矢量 µ(k):

转移概率矩阵:

P =


0 1 0

0 0.1 0.9

0.6 0.4 0

 ,P(100) =


0.22 0.41 0.37

0.22 0.41 0.37

0.22 0.41 0.37


k = 10, 30 时分别有概率矢量:

µ(10) = (0.22567119, 0.41033498, 0.36399383)

µ(30) = (0.22131563, 0.40982273, 0.36886165)

具有各态遍历性的马尔可夫链, 会使概率矢量的分布收敛?
No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 19
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——各态遍历与平稳分布

Theorem
记 P 为一概率转移矩阵, 平稳分布 (stationary distribution) 是指满足如下
条件的分布 π:

π = π ·P (19)

可反转马尔可夫链类似于应用贝叶斯定理反转一个条件概率, 即存在一个分布
π, 满足:

πiPij = πjPji (20)

这个条件被称为细致平衡 (detailed balance, 物理上: 从状态 i 转移到状态 j
的概率质量, 恰好可以被从状态 j 到 i 转回, 即状态 i 上的概率质量是稳定的)
条件, 即分布 π 为平稳分布的充分条件a.
对于具有各态遍历性的马尔可夫链或转移矩阵 P, 无论初始概率矢量 µ(0) 服

从何种分布, 随着转移次数的增加, 最终都会收敛到一平稳分布π:

lim
t→+∞

µ(0)Pt = π or lim
t→+∞

Pt = [π⊤, · · · ,π⊤]⊤ (21)

a这是因为
∑

i Pji = 1, πiPij = πjPji, 所以 πj =
∑

i πjPji =
∑

i πiPij, 从而有 π = π · P.No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 20
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——Metropolis-Hastings 采样

重要结论

可见 MCMC 方法的关键就是设计合理的状态转移过程, 即转移矩阵的设计,
使得最终收敛的平稳分布正是我们想要的分布!

算法起源

1953 年, Metropolis 在研究粒子系统的平稳性时, 首次提出了基于 MCMC 方

法的玻尔兹曼分布近似算法 Metropolis, 并启发了一系列 MCMC 方法,
Metropolis-Hastings 算法就是 Metropolis 算法的一个变种.

算法的关键是转移矩阵的设计, 假设有一个马尔可夫链的转移矩阵为 Q, 要逼
近的分布是 π, 一般来讲细致平衡条件并不满足:

πiQij ̸= πjQji (22)

按照对称性引入矩阵 A, 使得 Aij = πjQji,Aji = πiQij, 则有细致平衡条件成立

πiQijAij = πjQjiAji (23)
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——Metropolis-Hastings 采样

其中, Q 为提议分布 (proposal distribution), Qij(或 Q(sj|si)) 表示在状态 si 时

提议状态 sj 的条件概率, A 为接受分布 (acceptance distribution), Aij(或
A(si, sj)) 表示从状态 si 转换到状态 sj 的提议的接受概率. 为避免出现接受率
过小从而收敛太慢的情况, 可以同比例放大 Aij 和 Aji, 最大至 1 即取接受率:

Aij = min
{
1,

πjQji

πiQij

}
, or A(si, sj) = min

{
1,

π(sj)Q(si|sj)

π(si)Q(sj|si)

}
(24)

即接受接受率大于 1 的提议, 拒绝接受率小于 1 的提议.
记 T = Q⊙A, 其中 ⊙ 表示操作矩阵对应元素相乘, 则有细致平衡条件成立:

πiTij = πjTji or π(si)T(sj|si) = π(sj)T(si|sj), (25)

矩阵 T 就是所设计的转移矩阵.
一般来讲, 提议分布 Q 选择比较简单的概率分布, 如高斯分布等等.
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——Metropolis-Hastings 采样 (Algorithm)

Algorithm 1 Metropolis-Hastings 采样算法

Input: 初始化马尔可夫链 (Q) 初始状态 X0 = s0.
Output: 感兴趣分布 π 的采样

for t = 0 to N − 1 do
根据马尔可夫链 Q(sy|st), 生成提议 sy
从均匀分布采样 u ∼ U(0, 1)

if A(st, sy) = min { Q(st|sy)π(sy)
Q(sy|st)π(st)

, 1} ≥ u then
接受提议, 即 Xt+1 = sy

else
拒绝提议, 即 Xt+1 = st

end if
end for

Example
1 假设目标分布为高斯分布: x ∼ N (µ, σ2), 即概率密度函数为

p(x) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , 其中 µ = −2, σ = 1,
2 取提议分布 x ∼ N (0.5, 0.42).
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——Metropolis-Hastings 采样 (例子)

Example
MATLAB 代码如下:

n = 250000;
x = zeros(n, 1);
x(1) = 0.5;
mu = −2; sigma = 1;
for i = 1: n

% proposal from normal distribution
x_c = normrnd(x( i ) , 0 .4) ;
a = min(1 , . . .

normpdf(x_c, mu, sigma)/normpdf(x( i ) , mu, sigma))
i f rand < a

x( i+1) = x_c;
else

x( i+1) = x( i ) ;
end

end
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
马尔可夫链蒙特卡罗方法——Metropolis-Hastings 采样 (例子)

Example

图: (左) 感兴趣目标分布, (右)Metropolis-Hastings 采样逼近的分布

Metropolis Hastings 方法的优劣
优点: 统一的通用框架, 可发展出一系列的 MCMC 方法

缺点: (1) 过于灵活, 状态转移提议分布选择的不好, 容易造成收敛速度过
慢; (2) 存在接受率

No. 2 South Taibai Road, Xi’an, Shaanxi, P.R. China Zhi Liu 25



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
Gibbs 采样

简介

吉布斯采样 (Gibbs Sampling) 是一种 MCMC 采样方法, 因物理学家 Josiah
Willard Gibbs 而得名, 于 1984 年由 Stuart Geman 和 Donald Geman 两兄
弟提出. 其初级版本可以看作是 Metropolis-Hastings 方法的一个特例, 扩展版
本可看作对高维总体的抽样框架.
Gibbs 采样适用于联合分布未知或难以直接采样, 而每个变量的条件分布已知
并容易抽样的情况. 采样序列构成一个马尔可夫链, 该链的平稳分布就是感兴
趣的平稳分布.

对于多元分布, 在条件分布上采样要比通过对联合分布积分边缘化概率容易,
假如我们想获得联合分布 π(x1, · · · , xd) 的 N 次采样 X, 第 t 个采样记为
x(t) = [x(t)

1 , · · · , x(t)
d ], 则 Gibbs 采样方法如下:
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
Gibbs 采样

Algorithm 2 吉布斯采样算法

1: 随机初始化系统状态为 x(0)

2: 初始化时刻 t = 0

3: 对下一个采样向量 x(t+1) 的每个成分 x(t+1)
i , i = 1, · · · , d, 依次按如下条件概率采样

π(x(t+1)
i |x(t+1)

1 , · · · , x(t+1)
i−1 , x(t)

i+1, · · · , x(t)
d )

4: t = t + 1

5: 循环 3 − 4 过程 N 次, 即得联合分布 π(x) 的 N 次采样.

Fact
执行如上采样, 有:

由于不存在接受率, 即接受率为 1, 所以收敛速度快;

采样近似服从所有变量的联合分布;

任意变量子集的边缘分布, 可通过仅考虑该变量子集的 Gibbs 采样获得;

任意变量的期望值可由所有样本的平均值近似.
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
Gibbs 采样

Proof.

记 d 维随机矢量 x = (x1, · · · , xd)
⊤ 在 t 时刻的状态为 x(t) = (x(t)

1 , · · · , x(t)
d )⊤,

并定义 x−i = (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xd)
⊤, i = 1, · · · , d, 为除第 i 个随机变量

外的随机矢量, 在 t 时刻的状态 x(t)
−i = (x(t)

1 , · · · , x(t)
i−1, x

(t)
i+1, · · · , x

(t)
d )⊤.

设某一 t + 1 时刻 x = (x(t+1)
1 , · · · , x(t+1)

i−1 , x(t)
i , · · · , x(t)

d )⊤, 我们按次序更新随
机变量 xi, 更新后的状态记作 y = (x(t+1)

1 , · · · , x(t+1)
i−1 , x(t+1)

i , x(t)
i+1, · · · , x

(t)
d )⊤,

取产生从 x 到 y 提议的提议分布为 q(y|x) = π(yi|x−i), 则接受率为:

A(x, y) = min
{
1,

π(y)q(x|y)
π(x)q(y|x)

}
= min

{
1,

π(y)π(xi|y−i)

π(x)π(yi|x−i)

}
= 1

且有细致平衡条件成立:
π(x)Txy = π(y)Tyx

其中, Txy = q(y|x) = π(yi|x−i).
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于能量的模型 (Energy-based Models)
Gibbs 采样

Note
系统变量初始值可随机产生或由诸如期望最大化的算法产生;

通常忽略起始阶段 (也称 burn-in period) 的一些采样, 这是因为: (1) 成
功的采样间互相是不独立的; (2)Gibbs 采样过程需要一段时间才能达到平
稳分布.

在采样初期, 通常采用模拟退火 (simulated annealing) 过程来减少” 随机
游走”(random walk) 的行为.
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

二值玻尔兹曼机和受限玻尔兹曼机
二分图

Definition
二分图 (bipartite graph): 称二部图. 设 G = (V,E) 是一个无向图, 如果其顶
点 V 可以划分成两个互不相交的子集, 且任一子集内无边连接.

图: 二分图（左）, 非二分图（右）
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

二值玻尔兹曼机和受限玻尔兹曼机
引言

人物缩影

路德维希·玻尔兹曼 (德语:Ludwig Eduard Boltzmann,1844-1906) 是奥地利的
物理学家和哲学家. 1906 年 9 月 5 日，在杜伊诺度假村，路德维希·爱德华·玻
尔兹曼再一次情绪失控, 并试图自杀，希望以此结束自己在动理方程和 H 定理

上所遭遇的激烈诘难. 1908 年，实验结果最终判定了奥斯特瓦尔德“唯能论”的
失败，然而，他的对手玻尔兹曼已经无法见证自己的胜利.

玻尔兹曼机 (Boltzmann machine, BM) 是随机神经网络和递
归神经网络的一种，由杰弗里·辛顿 (Geoffrey Hinton) 和特里·
谢泽诺斯基 (Terry Sejnowski) 在 1985 年发明, 因玻尔兹曼分
布而得名。
受限玻尔兹曼机 (Restricted Boltzmann machine, RBM) 最初
由保罗·斯模棱斯基 (paul Smolensky) 于 1986 年提出, 并命名
为簧风琴 (Harmonium). 直到 2000 年代中叶 Hinton 等人发
明快速学习算法后才变得知名, 在降维, 分类, 协同过滤, 特征
学习, 主题建模等领域得到了应用.

图: 路德维希·玻尔
兹曼
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

二值玻尔兹曼机和受限玻尔兹曼机
玻尔兹曼机

玻尔兹曼机 (boltzmann machine) 与 Hopfield 网络一样, 是一个能量模型.
BM 的神经元为二值和随机的, 可被视作随机过程的, 其能量函数与 Hopfield
网络具有相同的形式:

E(x) = −xUx− b⊤x (26)

二进制随机变量 x 上的分布服从玻尔兹曼分布:

p(x) = e−E(x)

Z (27)

其中 Z =
∑

x e−E(x) 为配分函数, 以保证
∑

x p(x) = 1.

网络节点为二值的 (x ∈ {0, 1}d), 在 Ising
模型中表示晶格点;

U 是玻尔兹曼机的权重矩阵参数, 在 Ising
模型中表示交互作用参数;

b 是玻尔兹曼机的偏置向量参数, 在 Ising
模型中表示外加磁场. 图: 玻尔兹曼机的图表示 (无向图)
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

二值玻尔兹曼机和受限玻尔兹曼机
引入隐变量

许多时候, 样例 x 不可完全观测, 或者我们想引入一些不可观测变量以增强模
型的表达能力. 因而需考虑可观测部分 (这里记为 v) 和一个隐藏部分 h.

图: 玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机. 图中顶层表示隐藏层 (hidden-layer), 底层表示可视层
(visible-layer), 所有的节点都是随机二值变量节点 (即只能取 0 或 1). 假设上述无向图的全概率分
布满足 Boltzmann 分布, 我们称图 (a) 所示的全连接图为玻尔兹曼机 (BMs); 图 (b) 所示层内节
点无连接的模型为受限玻尔兹曼机 (RBMs).

玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机的能量函数分别为 (注意偏置与外加磁场关系1):

E(v,h) = −v⊤Rv− h⊤Sh− h⊤Wv− b⊤v− c⊤h (28)

E(v,h) = −h⊤Wv− b⊤v− c⊤h (29)
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

二值玻尔兹曼机和受限玻尔兹曼机
引入隐变量

模型的概率分布从而表示为:

p(v = v,h = h) = 1

Ze−E(v,h) (30)

其中 Z =
∑

v
∑

h e−E(v,h), 为得到与27式相同形式, 引入自由能 (free energy,
受物理启发):

F(v) = − ln
∑

h
e−E(v,h) (31)

则模型的概率分布变为:

p(v) = e−F(v)

Z with Z =
∑

v
e−F(v). (32)
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受限玻尔兹曼机

对于受限玻尔兹曼机有能量函数：

E(v,h) = −h⊤Wv− b⊤v− c⊤h (33)

从而自由能函数为:

F(v) = − ln
∑

h
e−E(v,h) = −b⊤v−

∑
i

ln
∑

hi

ehi(ci+Wiv) (34)

这里，Wi,Wj 分别表示矩阵 W 的第 i 行和第 j 列.
由于 RBMs 的特殊结构, 可视单元和隐藏单元互相条件独立, 利用这个特性,
有:

p(h|v) =
∏

i
(hi|v) (35)

p(v|h) =
∏

j
(vj|h). (36)
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受限玻尔兹曼机
二值单元

通常研究的二值单元 (即 vi, hi ∈ {0, 1}) 情况, 获得概率版本的常用神经元激
活函数:

P(hi = 1|v) = sigm(ci + Wiv) (37)

P(vj = 1|h) = sigm(bj + W⊤
j h) (38)

带有二值单元的 RBM 的自由能可以简化为:

F(v) = −b⊤v−
∑

i
log
(
1 + e(ci+Wiv)) (39)

结合能量模型梯度计算表达式13，和二值 RBM 自由能计算表达式39, 得到二
值单元 RBM 的对数似然梯度:

−∂ log p(v)
∂Wij

= Ev[p(hi|v) · vj]− v(i)
j · sigm(Wi · v(i) + ci) (40)

−∂ log p(v)
∂ci

= Ev[p(hi|v)]− sigm(Wi · v(i)) (41)

−∂ log p(v)
∂bj

= Ev[p(vj|h)]− v(i)
j (42)
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受限玻尔兹曼机
RBM 中的采样

待续！！！！！！！！！！！！！！！
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受限玻尔兹曼机
对比散度

待续！！！！！！！！！！！！！！！
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

待续！！！！！！！！！！！！
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
原理

将实数值数据进行二值编码, 将二值编码送入深度玻尔兹曼机网络, 实现压缩.

1 对原始图像数据分块（如 8× 8）并拉成列向量, 将数据进行二值编码
（如直接取其二进制形式）从而转换成二值矢量;

2
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
实验结果

512-1000-500-250-16 , PSNR: 17.76 dB, MSE: 1090

Origional Image Decompressed Image

图: 压缩比为 32
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
实验结果

网络结构: 64-512-1000-500-250-256, 压缩比: 2

图: 压缩比为 2

网络结构: 64-512-1000-500-250-32, 压缩比: 16

图: 压缩比为 16
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
原理
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
实验结果
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

基于深层网络的遥感影像压缩技术
方法概览

1 基于深度自编码网络的遥感影像压缩
2 基于深度限态自编码网络的遥感影像压缩
3 基于深度二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
4 基于深度实值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩
5 基于张量扩展深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩

Tip
把优化算法的设计看作学习问题, 通过神经网络来解决a. 用自动学习的更
新规则代替人工设计的更新规则, 就像深度神经网络在特征提取中扮演的
角色：用自动学习的特征替代设计人工的特征那样.

改进基于能量模型的学习算法, 以加速网络的学习b.

针对于图像压缩任务设计深度压缩解压缩网络.

a参考文献: Learning to learn by gradient descent by gradient descent, 2016
b参考文献: Deep Directed Generative Models with Energy-Based Probability

Estimation, 2016
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基于能量的模型 (Energy-based Models) 二值玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机 深度生成式模型 基于二值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于实数值深度玻尔兹曼机的遥感影像压缩 基于深层网络的遥感影像压缩技术 结语

Thanks！
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